Analiz I - 10.Uygulama

Rolle Teoremi, Ortalama Deger Teoremi ve Ekstremum Problemleri
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Rolle Teoremi Problemleri

1. f(z) = 2* — 42 + 3 fonksiyonunun [1,3] araliginda Rolle Teoremi sartlarim sagladigim
gosteriniz ve uygun c sayisini bulunuz.

Coziim: 1. Fonksiyon polinom oldugu igin [1, 3] araliginda siirekli ve (1, 3) araliginda tiirevlidir.
2. f(1)=1—-443=0ve f(3) =9— 12+ 3 = 0. Sartlar saglanir.
3. fllr)=2r—4=2c—4=0=c=2.(ce(1,3)).

2. f(z) = 2% — z fonksiyonu i¢in [—1,1] arahginda Rolle Teoremi'ni saglayan ¢ degerlerini
bulunuz.

Coziim: 1. Polinom fonksiyon siireklidir ve tiirevlidir. f(—1) =0, f(1) = 0.
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2. fllx)=32"-1=0=2"=1/3=c=x_.

3. f(z) = sinx fonksiyonu [0, 27| araliginda Rolle Teoremi'ni saglar mi? Sagliyorsa ¢ degerleri
nedir?

Coziim: 1. sinz her yerde siirekli ve tiirevlidir. f(0) =0, f(27) = 0.
2. f'(x) = cosz = 0. [0, 27] arahginda kokler: ¢; = I, ¢y = 2.

4. f(x) = x* — 22? fonksiyonu igin [—2,2] arahiginda ¢ degerlerini bulunuz.
Cozim: 1. f(-2) =16 -8 =38, f(2) =8.

2. f'(z) = 423 — 4w = 4z(2* — 1) = 0.

3. Kokler: ¢; = 0,c0 = 1,¢3 = —1. Hepsi (—2,2) araligindadur.

5. f(x) = (x — 1)(z — 2) fonksiyonu [1, 2] araliginda uygun ¢ degerini bulunuz.
Cozim: 1. f(1) =0, f(2) =0.

2. fl(z) =20 —-3=0=c=15.

6. f(x) = 44z —1 denkleminin [0, 1] arahiginda tam olarak bir tane kokii oldugunu gosteriniz.

Coziim: 1. Varlik (Ara Deger Teoremi): f(0) = —1 (Negatif) ve f(1) =14+4—-1=4
(Pozitif). Fonksiyon igaret degistirdigi i¢in arada en az bir kok vardir.

2. Teklik (Rolle Teoremi Mantig1): Tiirev alahm: f'(z) = 32% + 4. 22 > 0 oldugundan
f'(x) her zaman pozitiftir (f'(xz) > 0). Fonksiyon siirekli artandir. Stirekli artan bir fonksiyon
x eksenini birden fazla kez kesemez. O halde sadece 1 kok vardir.



7. cosx = = denkleminin (0, 1) arahiginda sadece bir kokii oldugunu gosteriniz.
Co6ziim: Denklemi f(z) = x — cosz = 0 olarak diizenleyelim.

1. Varhk: f(0) = 0 —1 = —1 (Negatif). f(1) = 1 — cos(1). (cos1 < 1 oldugundan sonug
pozitiftir). Isaret degisimi var, en az bir kok mevcut.

2. Teklik: f'(z) = 1—(—sinz) = 1 +sinz. (0, 1) araliginda sin = pozitiftir, dolayisiyla f'(z) >
0’dur. Tiirev sifir olamadig igin (Rolle Teoremi geregi) birden fazla kok olamaz. Tek kok vardir.

8. f(x) = 2° + 2 + 22 — 4 fonksiyonunun reel sayilarda birden fazla kokii olabilir mi?

Coziim: Hayir, olamaz. 1. f'(z) = bz* + 322+ 2. 2. Cift kuvvetler negatif olamaz (z* > 0,22 >
0). Dolayisiyla f'(z) > 2 olur. 3. Tirev daima pozitiftir (f'(x) # 0). Rolle teoremine gore,
eger iki kok (f(a) = f(b) = 0) olsaydi, tiirevin sifir oldugu bir yer olmaliydi. Tiirev hig sifir
olmadigina gore birden fazla kok yoktur.

9. Soru (Klasik Rolle Sorusu): ag, ay, ..., a, reel sayilar olmak iizere,
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esitligi saglaniyorsa, P(z) = ag + a7 + axx® + - -+ + a,z" polinomunun (0, 1) araliginda en az
bir kokii oldugunu gosteriniz.

Co6ziim: Bu soruda P(x)’in integralini (ilkel fonksiyonunu) diiginmeliyiz.
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2. F(0)
3. F(1) =ao+ % + -+ ;. Soruda bu toplamm 0 oldugu verilmis. Yani F'(1) = 0.
4. F(0)

(0) = 0 ve F(1) = 0 oldugundan, Rolle Teoremi geregi (0,1) araliginda F’(c) = 0 olacak
sekilde bir ¢ sayis1 vardir.

5. F'(x) = P(x) olduguna gore, P(c) = 0 olur. Yani P(z)’in bu aralikta bir koki vardir.

fonksiyonunu tanimlayalim.

= 0 oldugu agiktur.

Ortalama Deger Teoremi Problemleri

10. f(z) = x? fonksiyonu i¢in [0, 2] arahginda ODT’yi saglayan c¢ sayisim bulunuz.
P . — f()-f(a)

Coziim: Formiil: f'(c) = =5—"=.
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2. fllz) =20 =2c=2=c=1.
11. f(x) = 2® + 2 — 1 fonksiyonu igin [0, 2] arahginda ¢ degerini bulunuz.
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Cozim:
2. fllx) =322 +1=3*+1=5=c*=4/3.

3.c= \% (Aralikta olan pozitif kok).

12. f(x) = y/z fonksiyonu i¢in [0, 4] araliginda ¢ sayisini bulunuz.
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Coziim: 1. Egim: =5 = 3.
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2. fl(z) = 5= = =1l=c=1
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13. f(x) = % fonksiyonu i¢in [1, 4] araliginda ¢ degerini bulunuz.

e oo 1/4—1 _ —3/4
Coziim: 1. Egim: ~—— = —~ = —1/4.

2. fl(x)=-1/2> = -1/ = —-1/4d = c=2.

14. f(x) = 22 + 32 + 5 fonksiyonu i¢in [—1, 2] araliginda ¢ sayisim bulunuz.
Coziim: 1. f(—1) =4, f(2) = 19. Egim: -2 = 5.
2. fl(z) =42 +3=4c+3=5=c=0.5.

Yerel Ekstremum
15. f(z) = 2* — 423 yerel ekstremum noktalarii bulunuz.

Coziim: f'(z) = 42*(z—3). Kritik noktalar 0 ve 3. z = 0’da isaret degismez. x = 3’te azalandan
artana geger. Yerel Min: (3, —27).

16. f(x) = z* — 12z fonksiyonunun [—3, 3] araligindaki mutlak ekstremumlarini bulunuz.

Coziim: Kritik noktalar: 322 — 12 =0 =z = £2. f(=3) =9, f(=2) = 16, f(2) = —16, f(3) =
—9. Mutlak Maks: 16, Mutlak Min: -16.

17. f(z) = xze® yerel minimum noktasini bulunuz.
Coziim: f'(r) = e"(14+2) = 0 = v = —1. [saret azalandan artana gecer. Yerel Min: (—1, —1/e).
18. f(x) = z* — 22% + 3 yerel ekstremum noktalarin1 bulunuz.

Coéziim: f/(z) = 4x(x? — 1). Kékler 0,1, —1. f”(z) testi ile: z = 0 Yerel Maks, z = +1 Yerel
Min.

Maks.-Min. Problemleri
19. Toplamlar1 20 olan iki pozitif sayinin ¢carpimi en ¢ok kag olabilir?

Coéziim: y = 20 — x. P(z) = 2(20 — z) = 20z — 2. P'(z) = 20 — 22 = 0 = z = 10. Carpim:
100.

20. Carpimlar1 100 olan iki pozitif sayinin toplami en az kag olabilir?

Coéziim: T'(z) = x + 100/z. T'(x) = 1 — 100/2? = 0 = x = 10. Toplam: 20.

21. Cevresi 40 m olan dikdortgenin alani en fazla kac m? dir?

Cozim: v +y =20= A(zx) = 2(20 — z). A'(z) =20 — 22 = 0 = x = 10. Alan: 100.

22. Kenar1 12 cm olan kare kartondan 1tistii acik kutu yapiliyor. Hacim maksimum ise kesilen
pay (z) ka¢ cm?

Coziim: V(z) = x(12 — 22)%. V'(z) = 12(z — 6)(z — 2) = 0. = 6 olamaz, z = 2 cm olmal.
23. y = 4 — 2% parabolii icine cizilen en biiyiik alanh dikdértgenin boyutlar1?

Q/Eiziim: Ar) =22(4 —2?) = 8v — 22% A'(x) = 8 — 62" = 0 = . = Z. Taban: 7, Yiikseklik:
8/3.

24. Hacmi 167 olan silindirin yiizey alanini minimize eden yarigcap?

Coéziim: h = 16/r*. A(r) =2mr> + 327 /r. A'(r) =dnr — 27/ =0=r3 =8 =r =2.



25. f(r) = x4+ 1/z (x > 0) minimum degeri?

Coziim: f'(z)=1—-1/2? =0=z=1. f(1) = 2.

26. Alan1 36 olan dikdortgenin en kiigiik ¢evresi?

Coziim: C(z) =2(z + 36/x). C'(x) =2 —72/2*> = 0 = z = 6. Cevre: 2(6 + 6) = 24.
27. a yaricaplh bir cember icine cizilebilen dikdortgenin alani en fazla ne olabilir?

Coziim: 22 +y? =a?, A=zy=xa®>— 22
Al(z) =Va? — 2% —

Ax)=0&2°=a*—2°
a
=2*=d%, r=—

V2

2 2
A(2) = %.\/az — % = % olur.

28. Kogeleri orijin, x- ekseni, y- ekseni ve y = 4 — 2 parabolii iizerinde bulunan bir dikdértgenin
alani en fazla ne olabilir?

Dikdo6rtgenin alani en fazla

Coziim: A =z.y = z(4 — %)
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29. Iki kosesi x- ekseni, iki kosesi de y = 16 — 322 parabolii iizerinde bulunan dikdértgenler

icinde alani en biiyilik olanin alanini bulunuz.

Coziim: £ = 2(16 — 32?)
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30. Yaricap1 a olan bir kiire icine yerlestirilebilecek dairesel silindirin hacmi en fazla ne olabilir?

6ziim: V = nr?.h
G
(2r)? + h* = (2a)?

h* = 4(a® — %)
h =2va? —r?
V(r) = 2mr*Va? —r?
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V'(r) =4rrva? —r? — UL
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31. a yaricaph bir kiire i¢ine yerlestirilebilecek dairesel dik koniler i¢inde hacmi en fazla olanin
hacmini hesaplayimiz.

Coziim: r? = o> — (h — a)? = 2ah — h? oldugundan
1
V= gmrh= g(Qah — h?)h = g(Zah2 — h?)

4
V'(h) = g(4ah 3R =0=h= §
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Maksimum hacim




