Analiz 1 13.Uygulama

Final Oncesi

Bolum 1: Diziler ve Limitler

oy 2_ e
Soru 1: Genel terimi a,, = 3”2712%:";1 olan dizinin limitini bulunuz.

Cozum: Dizinin limiti n — oo iken incelenir. Pay ve paydadaki en yiiksek dereceli terim
parantezine alalim (n?):

2 2 2
- 1 - 1
o P (3—5/n+1/n%) _ tim 3—5/n+1/n
n— 00 n2<2—|—4/n2) n— 00 2—|—4/TL2
n — oo iken 1/n ve 1/n? terimleri 0’a gider.
Somuc: 3—0+0 3
Y210 2
Soru 2: lim,_.o % limitini hesaplayiniz.

Cozum: x = 2 yazaldiginda 0/0 belirsizligi olusur. Carpanlara ayirma yontemi uygulanir.
5 —8=(r—2)(x*+2x+4) ve z°—4=(x—2)(z+2)

. (x—=2)(z*+22x+4) . x*+2x+4
lim — lim
z—2  (x —2)(x+ 2) r—2 X+ 2

r = 2 yerine yazilirsa:

Soru 3: lim,_g Sin:))(jx) limitini hesaplayiniz.

Cozum: Temel trigonometrik limit kuralini hatirlayalim: lim,,_q

SINn U

— 1. Ifadeyi benzetmek
icin pay ve payday1 duzenleyelim:

i sin(5x) — bm sin(5z) 5z _ tim sin(5x) 5 _1. 5 _ 9
r—0 3 r—0  bx 3r =0 Dz 3 3 3
——
—1
Bolum 2: Siureklilik
Soru 4:
2¢ +a, x <l
f(x) =45, r =1

2 +b, x>1

fonksiyonu her x gercel sayisi icin strekli ise a ve b degerlerini bulunuz.



Coztim: Fonksiyonun x = 1 noktasinda siirekli olmasi ic¢in lim,_,;- f(z) = lim,_,;+ f(x) =
f(1) olmaldir. 1. Sol Limit (z — 17): 2(1) +a = 2 4+ a 2. Goriintd (f(1)): 5 3. Sag Limit
(x = 17):1°+b=1+b

Esitlikler: kurallm: 2 +a=5=a=31+b=5=0=4

Soru 5: f(7) = — fg'; — fonksiyonunun stireksiz oldugu noktalar: bulunuz.
Cozum: Rasyonel fonksiyonlar paydanin 0 oldugu noktalarda tanimsizdir ve dolayisiyla si-

reksizdir.
* —hr4+6=0= (z—2)(x—3)=0

Kokler x = 2 ve x = 3. Bu noktalarda fonksiyon siireksizdir.

Bolum 3: Turev Alma Teknikleri

Soru 6: f(z) = (2° + 22)* fonksiyonunun tiirevini bulunuz (Zincir Kural).

Coztiim: uw = x> + 22 dersek y = u* olur. v/ = 4u? - /.

f'(z) = 4(2® 4 22)° - %(CBB + 2x)

f(x) = 4(:1:3 + 22)° - (3:132 + 2)

Soru 7: y = z°sin(x) fonksiyonunun tiirevini bulunuz (Carpim Kural).

Cozim: (uwv) = u'v + uv’.

y’ — (a;Q)’Sin(:L’) + $2(Sin x)/

y' = 2xsin(z) + z° cos(z)

Soru 8: y = lnTx fonksiyonunun tiirevini bulunuz (Bolim Kurali).

Coziim: (%) = “l’“v_zu"”'.

, (2)-z—(nz)-1 1—Inz
Yy = > = >
T T

Soru 9: y = arctan(e*®) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Cozim: (arctanu) = 1;‘5;2 kuralini uygulayalim. Burada u = e

2x

- (62517)/ B 6233 .9 B 262x
o 1_|_(62w)2 o 1 + ede o 1 + el

Y

Soru 10: 2% + y? — 3zy = 5 egrisinin 3/ tiirevini (kapal tiirev) bulunuz.
Cozum: Her iki tarafin x’e gore tiirevini alalim (y’nin z’in fonksiyonu oldugunu unutmaya-
lim):
20 +2y-y —3(1-y+x-vy)=0

20 + 2yy’ — 3y — 3y’ =0
y' iceren terimleri paranteze alalim:
y' (2y — 3z) = 3y — 2w

) Oy — 2T
2y — 3x

Y

2



Soru 11: y = "% fonksiyonunun tiirevini bulunuz (Logaritmik Tiirev).
Cozium: Degisken iis oldugu i¢in her iki tarafin dogal logaritmasimi (In) alalim:

Iny = In(z®%) = Iny =sinz - Inx

Simdi her iki tarafin tirevini alalim:

/
=~ = (sinz) Inz + sinz(lnx)’
Yy
/
1
J _ cosxlnx +sinx - —
Y X

y'yi karsiya carpim olarak atip yerine yazalim (y = Q;Siniv);

- SIN T
/
y = x> (COS$1H$ | )
x

Boliim 4: Belirsiz Sekiller (L’Hopital)

Soru 12: lim,_,q ex;%_x limitini hesaplayimiz (0/0 Belirsizligi).
Cozum: x = 0 i¢in 1_(1)_0 = 8. L’Hopital uygulayalim (pay ve paydanin ayri ayri tiirevi):
.oet —1
lim
r—0 2x

Hala = 0 icin % belirsizligi var. Tekrar L’Hopital uygulayalim:

et eV

, 1
lim — = — = ~
r—0 2 2 2

Soru 13: lim,_,g+ x In x limitini hesaplayimiz (0 - co Belirsizligi).

Cozum: Ifadeyi % formuna getirmek icin diizenleyelim:
1 _
lim —— (¥.O formu)
z—0+ 1/x 00
L’Hopital uygulayalim:
1/x 1

lim — lim = (=2%) = lim (—=2) =0
r—0t —1/:132 r—0+t X ( ) x—>0+( )

Soru 14: lim, . (1 - %)Sx limitini hesaplayimiz (1°° Belirsizligi).
Cozim: y = (1 + 2)3* diyelim ve In alahm:
2 3In(1 + 2
lim Iny = lim 3zIn(l1+ —) = lim n(l+2/z)
T—00 T—00 T r—00 l/aj
Bu % belirsizligidir. L’Hopital uygulayalim:
2
q. 22/
lim ——2% _ giy T 39 6
T—00 —1/;1}2 T—00

Iny — 6 olduguna gore, limit y = €%’dur.



Bolum 5: Turevin Geometrik Yorumu

Soru 15: f(x) = x* — 4z + 1 paraboliine z = 3 apsisli noktadan cizilen teget dogrusunun
denklemini bulunuz.

Céziim: 1. Noktayr bulalm: yo = f(3) =32 —4(3) +1 =9 — 12+ 1 = —2. Nokta: (3, —2).
2. Egimi bulalim (mp = f/(3)): f/(x) =2x —4 = f'(3) = 2(3) —4 = 2. Egim m = 2. 3. Dogru
denklemi (y — yo = m(x — xp)):

y—(—2)=2rx—-3)=y+2=2r—6=y=2x —8

Soru 16: f(z) = x° — 32% + 5 egrisinin hangi noktalarindaki teget dogrular1 z-eksenine
paraleldir?
Coziim: z-eksenine paralel demek, egimin (tiirevin) 0 olmasi demektir.

f'(z) = 32* — 62 =0

3rx(x —2)=0

Kokler: x = 0 ve ¢ = 2. Noktalar: 2 = 0 =y =5 — (0,5) 2 = 2 = y = 2° — 3(2%) + 5 =
8—12+5=1—(2,1)

Boliim 6: Ortalama Deger Teoremi (ODT)

Soru 17: f(x) = 2° fonksiyonu icin [0,2] araliginda Ortalama Deger Teoremini saglayan c
sayisii bulunuz.
Cozim: ODT’ye gore, f'(c) = f(bl)):g(a) olacak sekilde en az bir ¢ € (0, 2) vardir. a = 0,b = 2.

f(2)=4,7(0) =0

= 2
2 —0

f'(c)

f'(x) =2x = f'(c) = 2c.
2c=2=c=1

Soru 18: f(z) = x° — x fonksiyonu [—1, 1] arahginda Rolle Teoremi sartlarini saglar mi?
Sagliyorsa uygun ¢ degerlerini bulunuz.

Céziim: 1. Polinom oldugu icin siireklidir ve tiirevlenebilir. 2. f(—1) = (=1)° — (=1) = 0 ve
f(1) =1° — 1 = 0. Uc degerler esit. Sartlar saglanir. Rolle teoremine gore f’(c) = 0 olmall.

fllx)=32"-1=0=2"=1/3=>2==%

1
V3

Her iki deger de (—1, 1) araligindadir. ¢; = %, Co = —%.

Bolum 7: Maksimum - Minimum Problemleri

Soru 19: f(z) = 22° — 922 + 12z fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarimi bulunuz.
Cozum: Tirevi sifir yapan noktalar1 (kritik noktalar) bulalim:

f'(z) = 62° — 18z + 12 =0

Her tarafi 6’ya bolelim: 22 — 3z +2 =0 = (x — 1)(x — 2) = 0. Kritik noktalar: x = 1 ve x = 2.
Tablo yapalim: - x < 1 i¢in f’ pozitif (artan). - 1 < x < 2 i¢in f’ negatif (azalan). - x > 2 i¢in
f" pozitif (artan). Sonu¢: x = 1 noktasinda yerel maksimum, x = 2 noktasinda yerel minimum
vardir.



Soru 20: Toplamlar: 12 olan iki pozitit sayinin carpimi en cok kac olabilir?
Cozum: Sayillara x ve y diyelim. x +y = 12 = y = 12 — x. Carpim fonksiyonu: P(x) =
r-y=2(12 —z) = 122 — z?. Maksimum icin tiirev alip sifira esitleyelim:

P(z)=12-2r=0=>2x=12=2 =6
r = 06 1se y = 6. Maksimum carpim: 6 - 6 = 36.

Soru 21: Yaricap:1 r ve yiuksekligi A olan, usti acik silindir seklindeki bir kutunun hacmi
V' = 277 birimkuptir. Yiizey alaninin minimum olmasi i¢in taban yaricapi r ne olmalidir?

Coziim: Hacim: V = nr°h = 27 = h = %27— Yiizey Alanm (Taban + Yan Yiiz): A(r) =
nr? 4+ 2mrh. h ifadesini yerine yazalim:

Thirev alip sifira esitleyelim:

S
A/ :2 :O
(1) r ;-
H4
27rr:—27rz>r3:27:>r=3
r

Minimum alan icin yaricap 3 birim olmalidir.

Bolum 8: Turev ile Grafik Cizimi

Soru 22: y = i—ﬁ fonksiyonunun asimptotlarini bulunuz ve degisimini inceleyiniz.
OzZUMm:
¢ Grafik
e Diisey Asimptot: Payday: sifir yapan deger ot o]
r = —1’dir.
T — 2 r—2

lim = —00, lim =
r——1t T+ 1 r——1— T+ 1

+00

® Yatay Asimptot: Sonsuzdakl ].lmlt lncelenlr g, ............................................................................................

. L — 2 =7 -5 -5 4 -3 -2 *1 0 1 2
lim — 1 .
r—oo I + 1

O halde y = 1 dogrusu yatay asimptottur.

L b~ b

e Eksen Kesimleri: xt = 0 = y = —2 (y ekse-
nini keser). y = 0 = z = 2 (x eksenini keser).




Soru 23: f(z) = 2° — 3z + 2 fonksiyonunun artan/azalan oldugu araliklar ve ekstremum nok-
talarimi bulunuz.
Cozum: Turev alip koklerini bulalim:

Grafik
fl(z) =32 -3=3(z—1)(x+ 1) \

Kritik noktalar: r = —1 ve x = 1.
Isaret Tablosu:

e v € (—o0,—1): f'(x) > 0= Artan ~

e r € (—1,1): f'(x) < 0= Azalan \
e z € (1,00): f'(x) >0 = Artan ~

Ekstremum Degerler: + = —1 icin yerel maks:
f(=1) = 4. Nokta: (—1,4). x = 1 i¢in yerel min:
f(1) = 0. Nokta: (1,0).

Soru 24: f(x) = 2* —62° fonksiyonunun biikeyligini (konkavite) inceleyiniz ve biikiim noktalarini
belirleyiniz.
Céoztim: Ikinci tiirevi inceleyelim:

Grafik
f'(z) = 42° — 122

f(z) =122% — 12 = 12(z — 1)(z + 1)

f"(z) = 0 yapan degerler x = —1 ve x = 1.

Bukeylik Durumu: 53 5 3 5 T 5 [3 C
e (—oo,—1): f" > 0= Konveks (Yukar1) U

e (—1,1): f” < 0= Konkav (Asag1) N

e (1,00): f” > 0 = Konveks (Yukar1) U

Bukiim Noktalari: + = —1 = y = —5. Nokta:
(—1,—95). z =1 = y = —5. Nokta: (1,—5).




Soru 25: f(z) = x‘”—_zl fonksiyonunun asimptotlarmi bulunuz ve grafigini ¢iziniz.
Cozium:

1. Tanim Kiimesi: R\ {1}.
2. Diisey Asimptot: z = 1.

lim f(x) =400, lim f(x)= —00

r—1t r—1—

3. Egik Asimptot: Derece fark: 1 oldugu icin po
linom bolmesi yapilir:

Egik asimptot dogrusu: y =z + 1.

4. Turev ve Ekstremum:

C 2z(z—1)—2* ¥ -2

f(@) (z—1)2  (z—1)

Kokler: z(x —2) =0 =2 =0,r = 2. x = 0
Yerel Maks (0,0). x = 2 Yerel Min (2,4).




