Analiz IV: 1ki Degiskenli Fonksiyonlarda Siireklilik

Coziimli Alistirmalar

Tanim: Bir f(x,y) fonksiyonunun (a,b) noktasinda siirekli olmasi i¢in su ii¢ sart saglan-
malidir:

1. f(a,b) tanimh olmahdir.
2. lim(g ) (ap) f(,y) limiti var olmalidir.

3. img ) (ap) f(z,y) = f(a,b) olmaldir.

Ornek 1: f(z,y) = 32%y — 5z + 2y fonksiyonunun (1, 2) noktasinda siirekli oldugunu gosteriniz.

Cozim:
Polinom tipi fonksiyonlar tanimli olduklar1 her yerde siireklidir. Ilgili noktadaki limit degerini
ve fonksiyon degerini kontrol edelim. Once fonksiyonun bu noktadaki degerini bulalim:

f(1,2) =3(1)%*(2) = 5(1) +2(2) =6 —5+4=5
Simdi limiti hesaplayalim:

lim  (32%y — 52+ 2y) = 3(1)*(2) — 5(1) +2(2) =5

(z,y)—(1,2)

lim(, 4,2 f(2,y) = f(1,2) = 5 oldugundan, f(z,y) fonksiyonu (1,2) noktasinda siireklidir.

Ornek 2: f(z,y) = eﬂ;iii(ly) fonksiyonunun (0, 7) noktasinda siirekli oldugunu gosteriniz.

Cozim:
Fonksiyon rasyonel ve trigonometrik /iistel fonksiyonlarin birlesimidir. Payda (2% + 1), hicbir
reel x degeri i¢in sifir olmaz. Noktadaki fonksiyon degeri:

Osin(3) 1-1

f<0’g):€02+1 =7 =1

Limit degeri:
lim e’ Sin(y) _ “sin(%)
(@y)—(0,35) %+ 1 0241

Limit degeri ile fonksiyon degeri esit oldugu icin fonksiyon (0, 7) noktasinda siireklidir.

Ornek 3:

0, (‘757 y) - (07 O)

fonksiyonunun (0, 0) noktasinda stirekli olup olmadigini inceleyiniz.

Fay) {— (2,1) # (0,0)

Coziim:
Tammmdan f(0,0) = 0’dir. Limit degerinin de 0 olup olmadigimi kontrol etmeliyiz. Islemi ko-
laylagtirmak i¢in kutupsal koordinatlara (z = rcosf,y = rsinf) gecelim. (x,y) — (0,0) iken
r — 0 olur.

4P " r3cos® 0 + r¥sin® 0

11m D) 5 = 1m 5
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3(cos® § + sin® 0
= lim - (cos :_ sin” 0) = lim r(cos” 6 + sin® 0)
r—0 r r—0

(cos? 0+ sin® ) ifadesi sinirlt bir ifadedir. Smirh bir ifade ile sifira giden bir ifadenin ¢arpiminin
limiti sifirdir. Dolayisiyla limit 0'dir. lim, - 0,0y f(2,y) = f(0,0) = 0 oldugundan, fonksiyon
(0,0) noktasinda siireklidir.

Ornek 4:

0, (z,y) = (0,0)

fonksiyonunun (0, 0) noktasindaki siirekliligini inceleyiniz.

fla,y) = {% (z,y) # (0,0)

Cozim:
Siireklilik i¢in limitin var olmasi ve f(0,0) = 0’a esit olmasi gerekir. Orijine farkli yollardan
(y = mx dogrular1 boyunca) yaklagalim:

(mx) mx? m
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Limitin sonucu m’ye bagh ¢ikmistir. Yani orijine hangi dogru boyunca yaklagtigimiza gore farkl
limit degerleri elde ederiz (m = 1 igin 1/2, m = 0 igin 0 gibi). Limit mevcut olmadigindan,
fonksiyon (0, 0) noktasinda siirekli degildir.

Ornek 5:

_ f—ygﬂ (z,y) # (0,0)
f(z,y) = {0’-"- ) (0.0)

fonksiyonunun (0, 0) noktasindaki siirekliligini inceleyiniz.

Cozim:
Once orijine y = max dogrular1 boyunca yaklagalim:

2?(max) , ma? , mx

lim ———— =lim——————— =lim——— =0
=0 x4 4+ (mx)? 20 22(22 4+ m?) 20 22 + m?
y=mz

Dogrusal yollar boyunca limit 0 gikiyor. Ancak bu, limitin 0 oldugunu garanti etmez; her yol
icin ayn1 citkmalidir. Simdi de orijine bir parabol olan y = x2 egrisi boyunca yaklagalim:

, 22 (2?) , xt oot 1
lim — 5y = lim ———— =lim —— = =
70 + (22) =0 x4 + z—0 27 2
y=c

y = max boyunca limit 0 iken, y = z? boyunca limit 1/2 g¢ikt1. Farkh yollardan farkli limit
degerleri elde edildigi i¢in limit yoktur. Limit olmadig: igin fonksiyon (0, 0) noktasinda siirekli
degildir.



